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Паспорт проекта
	Наименование Проекта
	Решение нестандартных задач по математике

	Нормативно-правовое обеспечение Проекта
	Закон Российской Федерации «Об образовании» (ст. 31 п. 1,2.3, ст. 29 п.6.1);
Федеральная служба по надзору в сфере образования и науки ФГБНУ «Федеральный институт педагогических измерений». Методические рекомендации для учителей, подготовленные на основе анализа типичных ошибок участников ЕГЭ 2022 года.

	Автор Проекта
	Шкилева Ирина Ивановна, учитель математики МОУ «Атемарская СОШ»

	Участники Проекта
	28 обучающихся МОУ «Атемарская СОШ»

	Цель Проекта
	Формирование у учащихся функциональной грамотности для решения  нестандартных задач; приобретение навыков решения сложных задач ЕГЭ.

	Задачи Проекта
	- рассмотреть различные варианты решения сложных задач по математике; проанализировать условия задач, найти и обосновать рациональный способ решения задачи; научить школьника самостоятельно находить эффективные методы решения конкретной задачи; создание условий для формирования и развития ключевых компетенций  учащихся;
- развивать интеллектуальные процессы, интерес к предмету; учить применять знания в нестандартных и проблемных ситуациях;  развить навыки групповой работы; способствовать развитию управления своими эмоциями и действиями; заложить идеи развития у подростков собственной активности, личной ответственности;
-снять неуверенность у учеников перед попыткой овладеть методами решения нестандартных задач.

	Сроки реализации Проекта
	2020-2023гг

	Планируемые результаты реализации Проекта
	Изучить основные типы нестандартных задач и методы их решения.
Научиться определять тип задач, применять различные способы решения, в том числе к сложным задачам.
Научится применять теорию на практических заданиях.

	Показатели эффективности реализации Проекта
	Положительные результаты выполнения экзаменационных работ. Умение применять теоретические знания на практических заданиях.

	Система организации контроля за исполнениемПроекта
	Контроль эффективности осуществляется при выполнении диагностических заданий и упражнений, фронтальных и индивидуальных опросов, наблюдений.





Постановка проблемы, цели и задач проекта

Основной акцент моей работы сделан на изложении малоизвестных эффективных технологий решения нестандартных задач.
Так, Ю. М. Колягин объясняет понятие нестандартных задач следующим образом: «Под нестандартной понимается задача, при предъявлении которой учащиеся не знают заранее ни способа ее решения, ни того, на какой учебный материал опирается решение».
Нестандартные задачи - это задачи, для которых в курсе математики не имеется общих правил и положений, определяющих точный алгоритм их решения. 
Данные задачи должны носить творческий характер, не выглядеть как скучное повторение одних и тех же действий, а превращать образовательный процесс в самостоятельный поиск учащимися оптимальных способов решения.
Учащихся захватывает сам процесс поиска путей решения таких задач. Они получают возможность развивать логическое и ассоциативное мышление, обеспечивается развитие личности ученика: наблюдательность, умение воспринимать и перерабатывать информацию, делать выводы образного и аналитического мышления. 
Не надо путать нестандартные задачи с задачами повышенной сложности. Условия задач повышенной сложности таковы, что позволяют ученикам выделить тот математический аппарат, который нужен для решения такой задачи. Учитель контролирует процесс закрепления знаний, предусмотренных программой обучения решением задач этого типа. А вот нестандартная задача предполагает наличие исследовательского характера. Однако если решение задачи по математике для одного учащегося является нестандартным, поскольку он незнаком с методами решения задач данного вида, то для другого - решение задачи происходит стандартным образом, так как он уже решал такие задачи и не одну. 
Анализ учебников и учебных пособий по математике показывает, что каждая нестандартная задача в определенных условиях может быть нестандартной, а в других - обычной, стандартной. Стандартная задача одного курса математики может быть нестандартной в другом курсе.Например, задача по математике в 5 классе - нестандартна, а в 6 классе она является обычной, и даже не повышенной сложности.
Опираясь на анализ теории и практики использования нестандартных задач в обучении математике, можно установить их общую и характерную роль. 
Нестандартные задачи:
· учат детей использовать не только готовые алгоритмы, но и самостоятельно находить новые способы решения задач, т.е. способствуют умению находить оригинальные способы решения задач;
· оказывают влияние на развитие смекалки, сообразительности учащихся;
· препятствуют выработке вредных штампов при решении задач, разрушают неправильные ассоциации в знаниях и умениях учащихся, предполагают не столько усвоение алгоритмических приемов, сколько нахождение новых связей в знаниях, к переносу знаний в новые условия, к овладению разнообразными приемами умственной деятельности;
· создают благоприятные условия для повышения прочности и глубины знаний учащихся, обеспечивают сознательное усвоение математических понятий.
Решение нестандартных задач активизирует деятельность учащихся. Учащиеся учатся сравнивать, классифицировать, обобщать, анализировать, а это способствует более прочному и сознательному усвоению знаний.
Цель: помочь преодолеть психологический барьер у  учеников и учителей при попытках овладения идеями и методами решения нестандартных задач, научить учащихся методам решения таких задач.
Задачи:
· рассмотреть различные варианты решения сложных задач по математике; проанализировать условия задач, найти и обосновать рациональный способ решения задачи; 
· научить школьника самостоятельно находить эффективные методы решения конкретной задачи; 
· развивать интеллектуальные процессы, интерес к предмету; учить применять знания в нестандартных и проблемных ситуациях;  развить навыки групповой работы; способствовать развитию управления своими эмоциями и действиями; заложить идеи развития у подростков собственной активности, личной ответственности;
· снять неуверенность у учеников перед попыткой овладеть методами решения нестандартных задач.
Актуальность проекта
Решение нестандартных задач является одним из самых трудных разделов школьной математики и требует большого количества времени на их изучение. При решении таких задач требуется, кроме хорошего знания стандартных методов решений уравнений и неравенств, умение проводить довольно разветвленные логические построения, аккуратность и внимательность для того, чтобы не потерять решение и не приобрести лишних. Это требует от школьника более развитого логического мышления и математической культуры, но, в свою очередь, эти задачи сами способствуют их развитию. Опыт выпускных экзаменов показывает, что учащиеся, владеющие методами их решения, обычно успешно справляются и с другими задачами. Но, в то же время, нестандартные задачи, включенные в содержание ЕГЭ по математике, очень часто оказываются не по силам учащимся. Это, вообще говоря, не удивительно, поскольку у большинства учащихся нет должной свободы в выборе методов решения нестандартных задач. Теоретическое изучение физических процессов, решение экономических задач часто приводит к различным уравнениям или неравенствам, содержащим параметры, и необходимой частью их решения является исследование характера процесса в зависимости от значений параметров. Таким образом, задачи с параметрами представляют собой небольшие исследовательские задачи, которые тоже можно назвать нестандартными задачами. 
К сожалению, в программах по математике для неспециализированных школ нестандартным задачам практически не отводится места. Между тем, формировать умение учащихся видеть в выражении число, обозначенное буквой, необходимо на начальных ступенях обучения математике
Данный проект актуален тем, что помогает учащимся обобщить стандартные процедуры курса алгебры и приобрести необходимые навыки при решении нестандартных задач.
Новизна и отличительная особенность
Одна из целей данного проекта ориентационная — помочь ученику осознать степень значимости своего интереса к математике и оценить свои возможности.
Наиболее сложными, интересными и содержательными заданиями по математике являются исследовательские и олимпиадные задачи. Для  выполнения этих заданий недостаточно прочного усвоения теоретического содержания школьного курса математики, но необходимо также иметь развитое логическое мышление, умение ориентироваться в нестандартных ситуациях, определённые навыки исследовательской работы, достаточно высокий уровень общей математической культуры. В школьных учебниках по математике таких задач недостаточно. Практика сдачи экзаменов показывает, что задачи с параметром и задачи на свойства чисел, задачи по теории вероятности и задачи на оптимизацию представляют для учащихся наибольшую сложность как в логическом, так и в техническом плане. Поэтому данный проект служит залогом развития математического образования учащегося, высокого результата ЕГЭ.
Новизна данного проекта в том, что он помогает выпускникам в усвоение программных знаний на более высоком уровне, выявляет способности и устанавливает уровень развития математического мышления учащихся, проверяет способности и умения самостоятельно учиться.

Результаты освоения образовательного проекта.
 Личностные результаты: 
получение представлений об основных этапах истории и наиболее важных тенденциях математической науки, о профессиональной деятельности учёных-математиков; способность к эстетическому восприятию математических объектов, конструкций, задач, решений, рассуждений; приобретение потребности в самореализации в творческой деятельности, выражающемся в креативности мышления, инициативе, находчивости, активности при решении математических задач; потребность в самообразовании, готовность принимать самостоятельные решения. 
Метапредметные результаты: формирование понятийного аппарата математики, умение видеть приложения полученных математических знаний для описания и решения проблем в других дисциплинах, в окружающей жизни; формирование интеллектуальной культуры, выражающееся в развитии абстрактного и критического мышления, умении распознавать логически некорректные высказывания, отличать гипотезу от факта, применять индуктивные и дедуктивные способы рассуждения, способности ясно, точно и грамотно излагать свои мысли в устной и письменной речи, корректности общения; формирование информационной культуры, выражающееся в умении осуществлять поиск, отбор, анализ, систематизацию и классификацию информации, использовать различные источники информации для решения учебных проблем; формирование умения принимать решение в условиях неполной и избыточной информации; формирование представлений о принципах математического моделирования и приобретение начальных навыков исследовательской деятельности; формирование умения видеть различные стратегии решения задач, планировать и осуществлять деятельность, направленную на их решение, проверять и оценивать результаты деятельности, соотнося их с поставленными целями и личным жизненным опытом, а также публично представлять её результаты, в том числе с использованием средств информационных и коммуникационных технологий. 
Предметные результаты: знание основных теорем, формул, правил, методов и приёмов решения и умение применять их на практике; понимание методов доказательства и алгоритмов решения, умение проводить доказательные рассуждения в ходе решения задачи; умение видеть и реализовывать нестандартные способы решения задач; умение моделировать реальные ситуации, исследовать построенные модели, интерпретировать результат; умение использовать компьютерные программы для поиска пути решения и иллюстрации решения задач. 
Виды и формы контроля 
Реализация проекта предполагает, в основном, семинарскую форму проведения занятий. Учащиеся самостоятельно или в малых группах и в сотрудничестве с учителем выполняют сложные задания. На занятиях организуется обсуждение результатов этой работы. 
Используемые методы
Для того чтобы определиться с методами работы я изучала существующие методики, опыт своих коллег, различные методические разработки. Мне много помогли курсы и вебинары, которые организует ГБУ ДПО РМ «Центр непрерывного повышения профессионального мастерства педагогических работников – «Педагог 13.ру». 
Для овладения техникой решения нестандартных задач на уроках математики целесообразно применять следующие методы и приёмы:
– апелляция к жизненному опыту детей;
– создание проблемной ситуации;
– использование метода целесообразных задач с практическим содержанием;
– использование  научно-популярной литературы;
–– применение современных образовательных технологий;
– использование математических парадоксов, задач со скрытой ошибкой;
– использование исторического материала, достижений отечественной науки;
– организация исследовательской работы, ситуации поиска,
– проведение нетрадиционных уроков;
– создание на уроке атмосферы благоприятного комфорта.

Этапы реализации проекта
Сроки реализации проекта: 4 года
Этапы реализации проекта
	Содержание
	Сроки выполнения

	Этап №1 Организационно-аналитический

	Изучение теоретической базы; разработка образовательного проекта.
	2020 год

	Этап №2 Внедренческий

	Участие в теоретических и практических семинарах; прохождение курсов по профессиональной программе «Новые подходы к развитию профессиональных компетенций учителей математики в условиях национальной системы профессионального роста педагога», реализация образовательного проекта; мониторинг процесса и промежуточных результатов; корректировка дальнейшей работы
	2021– 2022 годы

	Этап №3 Информационно-аналитический

	Оценка эффективности образовательного проекта;
анализ результатов, обобщение и распространение опыта.
	2023 год





Содержание проекта.
Основная цель данного проекта состоит в том, что решение нестандартных задач необходимо начинать не с приведения тех или иных преобразований, а с анализа их структуры.
1. Задачи с параметром.
Я считаю, что знакомясь с техникой решения нестандартных задач, первыми надо рассмотреть задачи с параметром. Как же толкуется термин «параметр»? 
Параметром называется независимая переменная, значение которой в данной задаче считается фиксированным. Авторы некоторых учебных пособий толкуют параметр как управляющую переменную. 
Смысл того и другого содержания легко обнаруживается на решении простого уравнения: = р.
Независимость переменной р состоит в том, что ее значение не обязано быть неотрицательным числом в силу равенства неотрицательной величине . А управляемость уравнением переменной р состоит в том, что мы обязаны ей подчиниться, каждый раз указывая ответ задачи в зависимости от значения этой переменной. Поэтому ответ данного уравнения будет таким:
если р< 0, то решений нет;
если р ≥ 0, то х=2.
Задача 1. Для каждого значения параметра р решить уравнение: (р-х2)(р+х-2)=0.
Решение. Данное уравнение равносильно совокупности уравнений
; .
Очевидно, что если  р  < 0, то х=2-р, а если р ≥ 0, то х=± или х=2-р.
Ответ :х=2-р  при  р< 0; х=± или х=2-р при р ≥ 0.
Задача 2. Найти все значения параметра a, такие, что уравнение
𝑠𝑖𝑛2𝑥−5𝑠𝑖𝑛𝑥+2=𝑎 имеет корень 𝑥=𝜋/6. Найти все корни уравнения при найденном значении параметра а.
Решение. Если уравнение имеет корень 𝑥=𝜋/6, то при подстановке в уравнение он обращает его в верное равенство. Подставим 𝑥=𝜋/6 в уравнение и решим его относительно а:
𝑠𝑖𝑛2𝜋/6−5sin𝜋/6+2=𝑎
0,25−5∙0,5+2=𝑎
𝑎=−0,25
Решим теперь уравнение 𝑠𝑖𝑛2𝑥−5sin𝑥+2=𝑎 при 𝑎=−0,25.
𝑠𝑖𝑛2𝑥−5sin𝑥+2=−0,5
𝑠𝑖𝑛2𝑥−5sin𝑥+2,25=0
Пусть sin𝑥=𝑡, где |𝑡|≤1.
Получим: 𝑡2−5𝑡+2,25=0
𝑡=, 𝑡=,|𝑡|≤1;
𝑡=0,5
sin𝑥=0,5
𝑥=(−1)𝑛𝜋/6+𝜋𝑛,𝑛∈𝑍
Ответ: 𝑎=−0,25; 𝑥=(−1)𝑛∙𝜋/6+𝜋𝑛,𝑛∈𝑍.

1.1.  Метод интервалов в задачах с параметром.
Алгоритм решения линейных уравнений с параметром методом интервалов: 
1. Привести уравнение к виду ax = b 
2. Найти контрольные значения параметра а. 
3. Подставить контрольные значения в уравнение ax = b и выяснить, сколько решений имеет уравнение. 
4. Записать, при каких значениях параметра а уравнение имеет единственное решение.
5. Нанести все решения на ось параметров.
6. Записать правильно ответ.
Задача № 1. Для каждого значения параметра а решить уравнение 𝑎2𝑥−1=𝑥+𝑎.
Решение. 𝑎2𝑥−1=𝑥+𝑎
1) Приведем уравнение к виду 𝑎𝑥=𝑏, для этого члены, содержащие х, перенесем в левую часть уравнения. 
𝑎2𝑥−𝑥=𝑎+1
𝑥(𝑎2−1)=𝑎+1 
𝑥(𝑎−1)(𝑎+1)=𝑎+1
2) Найдем значения параметра, при которых коэффициент при x обращается в нуль. (𝑎−1)(𝑎+1)=0 
𝑎=1 или 𝑎=−1
3) Если 𝑎=1, то уравнение принимает вид 0∙𝑥=2, т.е. при 𝑎=1 уравнение не имеет решений.
4) Если 𝑎=−1, то уравнение принимает вид 0∙𝑥=0,𝑥∈𝑅
5) Если 𝑎≠1;𝑎≠−1, то уравнение имеет единственное решение: 
𝑥=;
𝑥=
[image: ]
Ответ: при 𝑎=−1, x – любое;
при 𝑎=1, решений нет;
при 𝑎≠1;𝑎≠−1, один корень 𝑥=.
Задача № 2. При каких значениях параметра а уравнение (𝑎2−1)∙𝑎=𝑎2−2𝑎−3 имеет единственное решение, принадлежащее промежутку [−1;+∞).
Решение. 
(𝑎2−1)∙𝑥=𝑎2−2𝑎−3
1) Найдем значения параметра, при которых коэффициент при х обращается в нуль:
𝑎2−1=0
𝑎2=1
𝑎=±1
2) Если а=1, то уравнение принимает вид 0х= - 4, т.е. при а=1 уравнение не имеет решений, и условие задачи не выполняется.
3) Если а = -1, то уравнение принимает вид 0х=0, 𝑥∈𝑅. Условие задачи не выполняется.
4) Если а ≠1; а ≠−1 , то уравнение имеет единственное решение:
х=(а2−2а−3)/(а2−1)
х= 
х=
Тогда, ≥ −1
[image: ] + 1≥0 (приведем к общему знаменателю)
≥0
≥0
≥0
𝑎∈(−∞;1)∪[2;+∞]
Исключим a = -1, при котором уравнение не имеет единственного решения.
Ответ: при 𝑎∈(−∞;−1)∪(−1;1)∪[2;+∞]
1.2. 
 Графические методы решения задач с параметрами.
Графиком функции y=f(x), называется множество всех точек координатной плоскости вида Oxy вида (x, f(x)). 
Рассмотрим приемы и методы решений задач с параметрами с использованием метода наглядной графической интерпретации. В зависимости от того, какая роль отводится параметру в задаче, можно выделить два основных графических приема:
первый – построение графического образа на координатной плоскости Oxy, 
второй – на координатной плоскости Oxa. 
Первый прием заключается в следующем. Исходное уравнение преобразуется к виду g(x) = f(x,a). На плоскости Oxy строится график функции y = g(x). Функция y = f(x,a) задает определенное множество кривых, зависящих от параметра a. Эти кривые получаются из кривой y = f(x) с помощью некоторого элементарного преобразования (параллельного переноса вдоль осей, растяжения, наложения модуля или в случае линейной зависимости между x и y – поворота относительно некоторой точки). Построив графический образ уравнения g(x) = f(x,a) можно установить, сколько точек пересечения имеют графики функций y = g(x) и y = f(x,a), – это определяет количество корней уравнения g(x) = f(x,a), а, следовательно, и исходного уравнения в зависимости от значения параметра. Лучше всего приведенный метод работает в тех случаях, когда в условии задачи ставится вопрос о количестве корней в зависимости от значений параметра или определения значений параметра, при которых решение отсутствует или единственно. Эти типы задач отличает то, что при их решении не требуется получить явное решение, а нужно лишь найти те значения параметра, при которых это решение удовлетворяет тем или иным условиям. В этих случаях очень полезен графический способ решения задач. 
Задача №1. 
Сколько корней имеет уравнение   = a в зависимости от значения параметра а? 
Решение.
В системе координат (x; y) построим графики функций у= и y = а
График функций у=строим с помощью элементарных преобразований.
1) Сначала построим график функции y = x 2 - 2x-3 = (x 2 -2x+1)-1-3 = (x-1)2 -4 
y = (x-1)2 - 4 – уравнение параболы, ветви которой направлены вверх, так как a=1 >0
(1;-4) – вершина параболы.  
2) Для того чтобы построить график функции у=, необходимо точки, лежащие на оси Оx и часть графика, находящуюся выше оси Ox, оставить без [image: ]изменения, а часть графика находящуюся ниже оси Ox, симметрично отобразить в верхнюю полуплоскость. Графиком функции y = a является прямая, параллельная оси Ox или с ней совпадающая (при а = 0).
Из графика видно: 
Если a = 0, то прямая y = a совпадает с осью Ox и имеет с графиком функции у= две общие точки, а также прямая y = a будет иметь с графиком функции у=две общие точки при a > 4. 
Значит, при a = 0 и a > 4 исходное уравнение имеет два корня. 
Если 0 < a < 4, то прямая y = a имеет с графиком функции у=ч етыре общие точки. 
Значит, при 0 < a < 4, исходное уравнение имеет четыре корня. 
Если a = 4, то прямая y = a пересекает график функции в трех точках; следовательно, уравнение имеет три корня.
 Если a < 0, уравнение корней не имеет, так как прямая y = а не пересекает график функции у=.
Ответ: 
1) если а (;0), то корней нет;
2) если а=0 и а (4;+), то два корня;
3) если а=4, то три корня;
4) если  а (0;4), то четыре корня
Задача № 2. 
Найти все значения параметра k при каждом из которых уравнение |𝑥 − 3| = 𝑘𝑥 + 2 имеет два корня. 
Решение. Область определения: 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑘 ∈ 𝑅 
В системе координат (x; y) построим графики функций 𝑦 = |𝑥 − 3| и y = 𝑘𝑥 + 2 .
 1) График функции 𝑦 = |𝑥 − 3| получается из графика функции 𝑦 = |𝑥| путем параллельного переноса вдоль оси Оx на три единицы вправо, имеет вид 
у(х)=
2) График функции y = 𝑘𝑥 + 2 получается из графика функции y = 𝑘𝑥 путем параллельного переноса вдоль оси Оy на две единицы вверх. Графиком функции y = 𝑘𝑥 является прямая, проходящая через начало координат.

[image: ]







Из графика видно: 
Прямая y = 𝑘𝑥 + 2 пересекает график функции 𝑦 = |𝑥 − 3| в двух точках, если ее угловой коэффициент больше углового коэффициента прямой, проходящей через точку (3;0) и меньше углового коэффициента прямой, параллельной прямой 𝑦 = 𝑥 − 3.
 Найдем угловой коэффициент прямой, проходящей через точку (3;0): 
3𝑘 + 2 = 0 
k=-
Углового коэффициента прямой, параллельной прямой 𝑦 = 𝑥 − 3, равен 1. 
Если −  < 𝑘 < 1, то прямая y = 𝑘𝑥 + 2 пересекает график функции 𝑦 = |𝑥 − 3| в двух точках. Значит, при −  < 𝑘 < 1 уравнение |𝑥 − 3| = 𝑘𝑥 + 2 имеет два решения. 
Ответ:  −  < 𝑘 < 1
1.3 Четные и нечетные функции
Множество точек Х числовой оси называется симметричным относительно начала координат (точки О), если для любого числа 𝑥 ∈ 𝑋 число (-х) также принадлежит множеству Х. Функция y = f(x), заданная на множестве Х, называется четной, если выполнены следующие условия: 
1) множество Х симметрично относительно начала координат;
 2) для любого 𝑥 ∈ 𝑋 справедливо равенство f(-x)= f(x). 
Функция y = f(x), заданная на множестве Х, называется нечетной, если выполнены следующие условия: 
1) множество X симметрично относительно начала координат; 
2) для любого 𝑥 ∈ 𝑋 справедливо равенство f(-x) = -f(x). 
График четной функции симметричен относительно оси Oy, нечетной – симметричен относительно начала координат.  
Использование четности функций, входящих в уравнение с параметрами, позволяет рационально решать определенный класс задач. Чаще всего это задачи на нахождение количества решений. К этой группе задач можно отнести такие, в которых требуется установить значения параметра, при которых уравнение имеет «единственное решение», «четное число решений» или «нечетное число решений». Практически всегда подобные задачи имеют характерную особенность: их условия не изменяются либо при замене знака одной или нескольких переменных на противоположный, либо при перестановке нескольких переменных. 
При решении задач такого рода используется следующий порядок действий: 
1. Проверяем, является ли функция f(x) четной:  
· область определения функции f(x) должна быть симметрична относительно нуля;  
· должно выполняться равенство f(-x)=f(x). 
2. а) Если функция f(x) является четной, то делаем вывод: если х₀ является корнем исходного уравнения, то –х₀ является его корнем, уравнение имеет четное число корней. b) Уравнение будет иметь нечетное число корней, только если х₀ = - х₀, то есть х₀= 0. Находим, при каких значениях параметра х=0 является корнем уравнения f(x) = 0. Для этого подставляем в уравнение х = 0 и решаем полученное уравнение относительно параметра. Находим соответствующие значения параметра. 
3. Подставляем в исходное уравнение последовательно найденные значения параметра и выясняем, какое нечетное количество корней имеет данное уравнение. 
4. В ответ записываем те значения параметра, при которых уравнение имеет требуемое число решений. 
Задача №1.
При каком значении а уравнение 𝑥10 − 𝑎|𝑥| + 𝑎2 − 𝑎 = 0 имеет единственное решение? 
Решение. 𝑥10 − 𝑎|𝑥| + 𝑎2 − 𝑎 = 0 
1) Область определения: 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝑅 
2) Проверим, является ли функция 𝑓(𝑥) = 𝑥10 −𝑎|𝑥| + 𝑎2 −𝑎 четной. Область определения функции симметрична относительно начала координат. Найдем значение функции в точке (– 𝑥): 𝑓(−𝑥) = (−𝑥)10 − 𝑎|−𝑥| + 𝑎2 −𝑎 = 𝑥10 − 𝑎|𝑥| + 𝑎2 − 𝑎 = 𝑓(𝑥), т.к. (−𝑥)10 = 𝑥10 , а | − 𝑥| = |𝑥|. 
Т.к. 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥), то 𝑓(𝑥) = 𝑥10 − 𝑎|𝑥| + 𝑎2 − 𝑎 – четная. Следовательно, если 𝑥 является корнем уравнения 𝑥10 − 𝑎|𝑥| + 𝑎2 − 𝑎 = 0, то (– х) также будет являться корнем уравнения, то есть уравнение будет иметь четное число корней. Уравнение будет иметь нечетное число корней, а именно единственное решение, если один из корней уравнения будет равен нулю. 
3) Выясним, при каких значениях параметра а 𝑥 = 0 является корнем. Подставим в исходное уравнение 𝑥 = 0 и решим полученное уравнение относительно параметра а: 
𝑎2 − 𝑎 = 0 
𝑎(𝑎 − 1) = 0 
𝑎 = 0 или 𝑎 = 1 
Итак, мы получили два значения параметра, при которых один из корней исходного уравнения равен нулю. Найдем, при каком значении параметра этот корень единственный. 
4) Подставляем в исходное уравнение последовательно найденные значения. 
а) Если 𝑎 = 0, то 
𝑥10 = 0 
𝑥 = 0 
При 𝑎 = 0 уравнение имеет единственный корень. 
б) Если 𝑎 = 1,то 
𝑥10 − |𝑥| = 0 
|𝑥|10 − |𝑥| = 0, 
|𝑥| = 𝑡, 𝑡 ≥ 0 
𝑡10 − 𝑡 = 0 
𝑡(𝑡9 − 1) = 0 
𝑡 = 0, 𝑡 = 1 
|𝑥| = 0 или |𝑥| = 1 
𝑥 = 0         𝑥 = ±1 
При 𝑎 = 1 уравнение имеет три корня, что нам не подходит.
 Ответ: при 𝑎 = 0. 
Задача №2. 
Найти значения параметра а, при которых уравнение (|𝑥| − 4)2 + 𝑎||𝑥| − 4| + 4 = 0 имеет ровно 7 действительных корней, и найти эти корни. 
Решение. 
1) Область определения: 𝑥 ∈ 𝑅; 𝑎 ∈ 𝑅. 
2) Проверим, является ли функция 𝑓(𝑥) = (|𝑥| − 4)2 + 𝑎||𝑥| − 4| + 4 четной. Область определения функции симметрична относительно начала координат.
Найдем значение функции в точке (–x): 
𝑓(−𝑥) = (|−𝑥| − 4)2 + 𝑎||−𝑥| − 4| + 4 = (|𝑥| − 4)2 + 𝑎||𝑥| − 4| + 4 = 𝑓(𝑥), т.к. |–x|=|x| 
Т.к. 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥), то 𝑓(𝑥) = (|𝑥| − 4)2 + 𝑎||𝑥| − 4| + 4 – четная. 
Следовательно, уравнение будет иметь нечетное число корней, если один из корней уравнения будет равен нулю. 
3) Выясним, при каких значения параметра а, х = 0 является корнем. Подставим в уравнение х = 0 и решим полученное уравнение относительно параметра а:
 | − 4| 2 + 𝑎|−4| + 4 = 0 
4𝑎 + 20 = 0 
4𝑎 = −20 
𝑎 = −5 
Итак, мы получим одно значение параметра а, при котором один из корней уравнения будет равен нулю. 
4) Проверим, что условие a=-5 является достаточным для данной задачи. Подставим это значение а в исходное уравнение, получим: 
(|𝑥| − 4)2 + 5||𝑥| − 4| + 4 = 0 
Пусть |𝑥| − 4 = 𝑡, тогда 𝑡2 − 5|𝑡| + 4 = 0
 |𝑡|2 − 5|𝑡| + 4 = 0, т. к. 𝑡 2 = |𝑡| 2 
Пусть |𝑡| = 𝑦, 𝑦 ≥ 0 
𝑦2 − 5𝑦 + 4 = 0 
𝑦1 = 1; 𝑦2 = 4 
|𝑡| = 1 или   |𝑡| = 4 
𝑡 = ±1         𝑡 = ±4 
Вернемся к исходной замене переменной и решим четыре соответствующих уравнения
 |𝑥| − 4 = −1 или |𝑥| − 4 = 1 или |𝑥| − 4 = −4  или |𝑥| − 4 = 4
 |𝑥| = 3                |𝑥| = 5               |𝑥| = 0                 |𝑥| = 8 
𝑥 = ±3                 𝑥 = ±5             𝑥 = 0                    𝑥 = ±8 
Ответ: при 𝑎 = −5; 𝑥 𝜖 {−8; −5; −3; 0; 3; 5; 8}. 
Задача №3. 
Найти все значения а, при каждом из которых уравнение 
𝑥2 + (2 − 𝑎)2 = |𝑥 − 2 + 𝑎| + |𝑥 − 𝑎 + 2| имеет единственный корень. 
Решение. 
1) Область определения: 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝑅 
2) Перенесем все слагаемые влево: 𝑥2 + (2 − 𝑎)2 − |𝑥 − 2 + 𝑎| − |𝑥 − 𝑎 + 2| = 0 
3) Проверим, является ли функция 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + (2 − 𝑎)2 − |𝑥 − 2 + 𝑎| − |𝑥 − 𝑎 + 2| четной. 
Область определения функции симметрична относительно начала координат. Найдем значение функции в точке (– 𝑥): 
𝑓(−𝑥) = (−𝑥)2 + (2 − 𝑎)2 − |−𝑥 − 2 + 𝑎| − |−𝑥 − 𝑎 + 2| = 𝑥2 + (2 − 𝑎)2 − |𝑥 + 2 - 𝑎|  −|𝑥 + 𝑎 - 2| = =𝑥2 + (2 − 𝑎)2 − |𝑥 - 2 + 𝑎|  −|𝑥 - 𝑎 + 2| =𝑓(𝑥)
Т.к. 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥), то 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + (2 − 𝑎)2 − |𝑥 − 2 + 𝑎| − |𝑥 − 𝑎 + 2| является четной. Следовательно, единственным решением уравнения будет число 𝑥 = 0. 
4) Выясним, при каких значениях параметра а 𝑥 = 0 является корнем. 
Подставим в исходное уравнение 𝑥 = 0 и решим полученное уравнение относительно параметра а: 
(2 − 𝑎)2 − |𝑎 − 2| − | − 𝑎 + 2| = 0 
(2 − 𝑎)2 − |𝑎 − 2| − |𝑎 − 2| = 0 
(𝑎 − 2)2 − 2|𝑎 − 2| = 0
 |𝒂 − 𝟐| = 𝒕, 𝒕 ≥ 𝟎 
𝑡2 − 2𝑡 = 0
𝑡(𝑡 − 2) = 0 
𝑡 = 0 или    𝑡 = 2 
|𝑎 − 2| = 0              или         |𝑎 − 2| = 2 
𝑎 − 2 = 0			; 
𝑎 = 2			
Итак, мы получили три значения параметра, при которых один из корней исходного уравнения равен нулю. Найдем, при каком значении параметра этот корень единственный. 
5) Подставляем в исходное уравнение последовательно найденные значения. Рассмотрим три случая: 
1. Если 𝑎 = 2, то получаем уравнение 𝑥2 − |𝑥| − |𝑥| = 0 
|𝑥|2 − 2|𝑥| = 0
 |𝑥| = 𝑡, 𝑡 ≥ 0
 𝑡2 − 2𝑡 = 0 
𝑡(𝑡 − 2) = 0 
𝑡 = 0 или 𝑡 = 2
|𝑥| = 0              |𝑥| = 2  
𝑥 = 0                𝑥 = ±2 
При 𝑎 = 2 уравнение имеет три корня, не подходит к условию задачи. 
2. Если 𝑎 = 0, то 𝑥2 + 4 − |𝑥 − 2| − |𝑥 + 2| = 0 
[image: ]
1) 𝑥 < −2,  𝑥2 + 4 + 𝑥 − 2 + 𝑥 + 2 = 0 
𝑥2 + 2𝑥 + 4 = 0, 𝐷 < 0 корней нет. 
2) −2 ≤ 𝑥 ≤ 2, 𝑥2 + 4 + 𝑥 − 2 − 𝑥 − 2 = 0 
𝑥2 = 0, 𝑥 = 0 
3) 𝑥 ≥ 2, 𝑥2 + 4 − 𝑥 + 2 − 𝑥 − 2 = 0 
𝑥2 − 2𝑥 + 4 = 0, 𝐷 < 0 корней нет.
 При 𝑎 = 0 уравнение имеет один корень. 
3. Если 𝑎 = 4, то 𝑥2 + 4 − |𝑥 − 2| − |𝑥 + 2| = 0 
Получаем такое же уравнение, как и во втором случаи. При 𝑎 = 4 уравнение имеет один корень.
 Ответ: при 𝑎 = 0, 𝑎 = 4

2.  Уравнения вида f(g(x)) = x.
При решении таких уравнений целесообразно перейти к системе

Очевидно, что число х0 является решением таких уравнений тогда и только тогда, когда упорядоченная пара чисел (х0;у0), где у0=g(x0), является решением системы.
Задача 1.
Решите уравнение
(5-х-х2)2 + 3(5-х-х2) – 5 = х.
Решение. 
 g(x)= 5-х-х2,  f(х)=х2+ 3х -5

Сложим почленно уравнения системы и преобразуем:
-х2-х +5+ у2+ 3у -5= х+у
(у – х)(у + х + 2)=0.
Поэтому либо у = х, либо у = - х – 2. Отсюда следует, что уравнение равносильно совокупности двух следующих уравнений: х2+2х-5=0, х2=7, 
тогда решениями будут (1±), ±
Ответ: (1±), ±
Задача 2.
Решите уравнение:  = - х2 + 2х -1
Решение.
Если примем g(x)= х2 – 3х + 2, f(х)=1 – х - , то уравнение можно записать в виде f(g(x)) = x. Составим систему
 для нашего случая. 
Прибавив к обеим частям первого уравнения системы х и к обеим частям второго уравнения у, получим g(x)+ х = f (у) + у.
Поскольку g(x)+х=(х-1)2+1,   f(у) +у=1 – , то g(x)+ х ≥ 1при всех х и  равенство имеет место лишь при х=1, f (у) + у ≤ 1 при всех допустимых у и равенство выполняется только при у = 0. Следовательно, уравнение g(x)+ х = f (у) + у имеет единственное решение (1;0). Подставив х + 1 в заданное уравнение, замечаем, что 1 является корнем исходного уравнения.
Ответ: 1

Заключение
Как показала практика, нестандартные задачи весьма полезны не только для уроков, но и для внеклассных занятий, для олимпиадных заданий, так как при этом открывается возможность по-настоящему дифференцировать результаты каждого участника. Такие задачи могут с успехом использоваться и в качестве индивидуальных заданий для тех учеников, которые легко и быстро справляются с основной частью самостоятельной работы на уроке, или для желающих в качестве дополнительных заданий. В результате учащиеся получают интеллектуальное развитие и подготовку к активной практической деятельности.
 «Нестандартные задачи, поданные в увлекательной форме, вносят эмоциональный момент в умственные занятия. Не связанные с необходимостью всякий раз применять для их решения заученные правила и приёмы, они требуют мобилизации всех накопленных знаний, приучают к поискам своеобразных, не шаблонных способов решения, обогащают искусство решения красивыми примерами, заставляют восхищаться силой разума»
										И.Г. Шарыгин
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